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Abstract – In this article, utilization of modern analytic methods for the analysis of linear vector fading channels has been proposed on the example of 

MIMO systems. Two asymptotic methods, namely a method based on random matrix theory and the replica method from statistical physics, have 

been reviewed and applied to the problem of computation of the achievable ergodic rates and the ergodic capacity of a generic MIMO channel. The first 

method is based on the limiting distribution of eigenvalues of a quadratic form of the channel matrix, which, in turn, simplifies the computation of the 

ergodic capacity. The second method takes the advantage of the central limit theorem, large deviations theory and saddle-point integration, being an 

efficient means for characterization of the system performance under non-Gaussian signaling schemes. Simulation results based on the Monte Carlo 

method prove the correctness of the presented analysis and its usefulness for the MIMO channels with realistic (small) numbers of antennas. In 

addition, the numerical results reveal interesting behavior of the ergodic mutual information. Namely, the precision of the approximation becomes 

significantly worse when non-Gaussian signals are used. Meanwhile, for all the types of channel inputs the precision improves with increasing num-

bers of antennas. The analysis provided in this article can be of use for the design and implementation of MIMO communications systems. 

 
Анотація – В даній статті запропоновано застосування сучас-

них аналітичних методів для аналізу лінійних векторних кана-

лів зв’язку з завмираннями на прикладі бездротових МІМО 

систем. Отримано граничний розподіл власних значень квадра-

тичної форми канальної матриці, що спрощує задачу знахо-

дження пропускної здатності. Результати симулювань на 

основі методу Монте-Карло доводять справедливість наведених 

викладок та їх придатність для МІМО каналів з реалістичною 

(невеликою) кількістю антен. 

 

Аннотация – В данной статье предложено применение совре-

менных аналитических методов для анализа линейных вектор-

ных каналов связи с замираниями на примере беспроводных 

МІМО систем. Получено распределение собственных значений 

квадратичной формы канальной матрицы, которое упрощает 

задачу нахождения пропускной способности. Результаты симу-

ляций на основе метода Монте-Карло доказывают справедливость 

приведенных выкладок и их применимость для МІМО каналов с 

реалистическим (небольшим) количеством антенн. 

 

Вступ  

Багатоантенні системи зв’язку, відомі як multiple-input multiple-output (MIMO), ін-

тенсивно досліджуються протягом останнього десятиліття. Перші роботи з постано-

вкою задачі з’явилися вже в 1996 році [1, 2]. Згодом даному напрямку було присвяче-

но низку наукових праць [3-5]. Завдяки істотному виграшу у швидкості передачі ін-

формації технологія МІМО розглядається як одна зі складових майбутнього стандар-

ту для систем зв’язку наступного покоління [6] (див. також [7] для більш детальної 

інформації про поточний стандарт LTE-Advanced).  
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Принцип роботи системи MIMO базується на наявності декількох антен з обох 

сторін каналу зв’язку, тобто як на передавачі, так і на приймачі. Формується декілька 

«паралельних» каналів зв’язку, що дозволяє значно підвищити пропускну здатність 

(грубо кажучи, пропорційно кількості задіяних антен), не використовуючи при цьому 

додаткового частотного спектру. Такий підхід дозволяє ефективно боротися з завми-

раннями в каналі зв’язку, які викликані багатопроменевим поширенням радіохвиль. 

Для ефективної багатоантенної передачі антени з обох боків каналу мають бути 

достатньо рознесені в просторі (більш ніж на половину довжини хвилі [8]). Завми-

рання всіх використовуваних сигналів мають бути статистично незалежні, для того 

щоб ймовірність їх одночасних завмирань була набагато менша за ймовірність за-

вмирання будь-якого одного з них. На жаль, через дане обмеження використання 

багатоантенного зв’язку на даному етапі не є доцільним в мобільних терміналах 

(МТ). Типовим прикладом використання МІМО передачі є системи зв’язку на основі 

стандарту IEEE 802.11 [3].  

Зі збільшенням кількості антен усереднюється ефект теплового шуму, а ланка 

зв’язку залишається обмеженою лише завадами від інших передавачів. В свою чергу, 

як зазначено в [9], в стільникових системах зв’язку зі збільшенням розміру апертури 

антенного масиву базова станція (БС) може краще фокусувати промінь на необхід-

ному терміналі, використовуючи при цьому лише лінійні операції, і, як наслідок, 

можуть бути ефективно ліквідовані завади в межах стільника. Крім того, значне збі-

льшення кількості антен на БС дозволяє зменшити використовувану потужність для 

передачі до МТ (через когерентне складання потужностей прийнятих сигналів на 

антенах приймача), що призводить до додаткового зменшення рівня створюваних 

завад. Відповідні переваги були підтверджені нещодавніми канальними вимірюван-

нями для реальних систем з великими антенними масивами [10]. 

Для вказаних систем зв’язку з великим масивом антен на БС термінологія в лі-

тературі ще не усталилася. В різних джерелах вони отримали найменування повно-

масштабних (Full-Scale), повнорозмірних (Full-Dimenson), масивних (Massive) та гіпер-

MIMO (HyperMIMO) систем (див. оглядові статті [6], [11] та відповідні посилання в 

них). В цій статті будемо користуватись останнім терміном, тобто “гіпер-MIMO”.  

В даний час гіпер-MIMO системи є предметною областю одного з передових 

напрямків сучасних досліджень в теорії зв’язку. Слід зазначити, що успіхи в побудові 

експериментальних зразків МІМО систем зв’язку в діапазоні 60 ГГц [12] доводять 

майбутню практичну застосовність гіпер-МІМО систем. У цьому діапазоні просторо-

ве рознесення антен, необхідне для ефективної передачі, складає всього кілька мілі-

метрів, а тому розмір антенного масиву дає можливість практичної реалізації його 

навіть в МТ. Крім того, перехід до діапазону міліметрових хвиль дозволить вирішити 

сучасну проблему зайнятості спектра, відведеного для систем зв’язку. Таким чином, 

аналіз МІМО систем з великими антенними масивами, як систем високошвидкісного 

зв’язку наступного покоління, є сьогодні актуальною теоретичною задачею. 

В даній роботі розглянуто два ефективні методи для аналізу МІМО систем 

зв’язку, які базуються на результатах теорії випадкових матриць, а також статистич-
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ної фізики. Обидва методи основані на припущенні, що кількість антен на БС та МТ 

прямує до нескінченності. Хоча це припущення не є обґрунтованим з практичної 

точки зору, числові результати показують, що отримані наближення залишаються 

досить точними навіть у випадку невеликої реальної кількості антен в MIMO каналі. 

Так, за допомогою зазначених вище методів в статті отримано явні вирази для про-

пускної здатності NM  МІМО каналу зв’язку зі швидкими завмираннями в ліміті, 

MN , . Результати числових симулювань за допомогою методу Монте-Карло до-

водять, що отримана апроксимація досить повно відображає поведінку реальної 

МІМО системи з 642 ,,, MN  (див. розділ 4). 

Поштовху для розвитку досліджень випадкових матриць надали задачі ядерної 

фізики, в рамках вирішення яких Вігнером вперше було отримано розподіл власних 

чисел певного класу великих матриць [13]. Згодом результат було узагальнено для 

будь-яких матриць з незалежними та ідентично розподіленими елементами [14]. В 

подальшому, область досліджень сформувалась в теорію випадкових матриць, огляд 

основних принципів та результатів якої наведено в [15]. Використання цих методів 

для аналізу систем зв’язку почалося досить недавно. Вже в одній з перших робіт, 

присвячених багатоантенним системам зв’язку [2], методи теорії випадкових мат-

риць використовуються для знаходження пропускної здатності МІМО каналу. Зго-

дом вказані методи були використані в [16] та [17] для аналізу систем з кодовим роз-

діленням каналів (CDMA), а також в [2] та [18] для аналізу пропускної здатності 

MIMO каналів зв’язку. Звертаємо увагу читача на дві свіжі монографії, [19] та [20], які 

присвячені методам теорії випадкових матриць для аналізу сучасних систем зв’язку. 

Альтернативний до теорії випадкових матриць метод реплік був започаткова-

ний в області статистичної фізики Кацом в [21], а згодом застосований Едвардсом та 

Андерсоном в [22] для аналізу магнітних матеріалів, іменованих спіновим склом. Цей 

метод дозволяє оцінити середнє значення логарифма статистичної суми системи і, 

таким чином, обчислити її макроскопічні параметри (як то намагніченість). З точки 

зору фізики спінового скла метод реплік блискуче описаний в [23]. До задач з теорії 

зв’язку метод вперше був застосований фізиком Сурля в роботі [24], де було проана-

лізовано показники кодів з низькою щільністю перевірок на парність (так званих 

LDPC-кодів). Втім вважається, що у саму теорію зв’язку метод реплік був введений 

Танакою [25] для оцінки спектральної ефективності та ймовірності бітової помилки в 

CDMA системах. Згодом результат було розширено на сигнали з розподілом потуж-

ностей [26] та застосовано для аналізу пропускної здатності МІМО каналів з релеєв-

ськими завмираннями [26, 28]. В роботах [29, 30] знайдено спектральну ефективність 

МІМО системи в присутності завад від іншого користувача. Попередні результати 

були також узагальнені для райсівських завмирань [31, 32]. Застосування обох вище-

згаданих асимптотичних методів для систем зв’язку розглянуто в теоретичному 

огляді [33], а також у монографії [34].  

Структура статті: Розділ 1 присвячено постановці задачі аналізу пропускної 

здатності. Дві згадані вище групи методів детально описані у розділах 2 та 3 відпо-

відно. У розділі 4 наведено результати числових симулювань та на їх основі описано 
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відповідні спостереження. В останньому розділі підведено підсумок та зроблено ви-

сновки з роботи. 

Використані позначення:  

a  – вектор; 

A  – матриця;  

A  – множина; 

aE  – математичне очікування від аргументу за розподілом змінної a ; 

)ln(  – натуральний логарифм від аргументу; 

)(δ  – функція Дірака від аргументу; 

  – добуток Кронекера; 

  – норма Фробеніуса від аргументу; 

#  – потужність множини-аргументу; 

Re  та Im  – дійсна та уявна частина аргументу відповідно; 
)(a  –  0,max a ; 

)det(A  – визначник матриці A ; 

 Atr  – слід матриці A ; 
TA  – операція транспонування матриці A ; 
HA  – операція Ермітового спряження матриці A ; 

  ji ,A  – елемент ),( ji  матриці A ; 

NI  – одинична матриця розміру NN ; 

N0  – вектор нулів довжини N ;  

N1  – вектор одиниць довжини N ;  
)(ia  – i -та репліка вектора a ; 

1j  – уявна одиниця; 

),CN( m  – циркулярно симетричний комплексний гаусівський розподіл з ма-

тематичним очікуванням m  та дисперсією  ;  

N  – множина натуральних чисел; 

R  – множина дійсних чисел;  

C  – множина комплексних чисел. 

1. Постановка задачі 

МІМО канал зв’язку з завмираннями, зображений на рис. 1, описується наступ-

ним співвідношенням між входом і виходом: 

 

 nHxy 
M


,                                                        (1) 

 

де NCy  – сигнальний вектор, отриманий приймачем; MCx  – сигнальний вектор, 

надісланий передавачем (з коваріаційною матрицею   M
H Ixx E ); MNCH  – каналь-
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на матриця релеєвських завмирань розміром MN , кожен елемент якої розподіле-

ний згідно  10,CN , тобто канал підданий релеєвським завмиранням; N  – кількість 

приймальних антен; M  – число передавальних антен; n  – вектор комплексного ади-

тивного білого гаусівского шуму (АБГШ), розподіленого згідно  NN I0 ,CN ;   – відно-

шення сигнал-шум (С/Ш) на виході передавача. Для спрощення обчислень припустимо, 

що елементи H , n  та x  статистично незалежні та ідентично розподілені. 

 

 
Рис. 1. МІМО канал зв’язку з завмираннями 

 

Для відтворення переданого сигналу x  з прийнятого зашумленого сигналу y , 

приймач має бути забезпечений інформацією про стан каналу (ІСК). Іншими словами, 

приймач повинен знати реалізацію канальної матриці H . Дана інформація отриму-

ється за допомогою стандартних методів, базованих на пілот-сигналах [35]. 

За наявності ІСК на приймальній стороні швидкість передачі інформації між пере-

давачем та приймачем визначається взаємною інформацією між вхідним та вихідним 

векторами x  та y  [36]. Оскільки ІСК за наявності завмирань – випадкова змінна, то за 

умови ергодичності випадкового процесу H  нормалізована швидкість передачі інфо-

рмації (в нат/с/Гц) в каналі (1) визначається як [37] 
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де умовний вихідний розподіл каналу (1) має вигляд 
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Пропускна здатність даного векторного гаусівського каналу визначена як макси-

мально можливе значення швидкості передачі інформації (2) та досягається за умови 

використання гаусівських сигналів. В каналі зі швидкими завмираннями нормалізова-

на пропускна здатність має вигляд [37]: 
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Проблема полягає в тому, що явний вираз для (3) невідомий, а аргумент має бу-

ти усереднений за розподілом канальної матриці. З практичної точки зору пропускна 

здатність (3) може бути обчислена за допомогою методу Монте-Карло [38]: 
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де kH  – k -та реалізація ергодичного випадкового процесу H . 

Хоча для великих значень K  вираз (4) збігається до істинного значення (3) і дає 

непогане уявлення про залежність пропускної здатності каналу від С/Ш, він не є зруч-

ним виразом для подальшого використання. Наприклад, задача оптимального розпо-

ділу потужностей в мережі вимагає явного виразу для пропускної здатності ланки, 

який може бути використаний у відповідному алгоритмі. 

Один із способів вирішення даної проблеми передбачає обчислення нижньої  чи 

верхньої границь для (3) в явному вигляді. Наприклад, в [39] було показано, що для 

пропускної здатності в (3) справджується наступне:  
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де  NMt ,min ,  NMs ,max , 577215660,  – стала Ейлера-Маскероні. Тим часом 

з [40] відомо, що 
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де  m
nL  позначає узагальнений поліном Лагерра n -того порядку [41], що має вигляд: 
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Див. також [42] та [43] для додаткової інформації щодо обчислення верхньої та 

нижньої границь. 

Однак вищезгаданий підхід має ряд недоліків. Наприклад, отримані границі є 

лише наближенням справжньої пропускної здатності. Точність наближення залежить 

від області С/Ш, для якої кожна границя виведена. Таким чином, для роботи з усіма 
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значеннями С/Ш необхідно обчислювати декілька границь, які дають достатню точ-

ність апроксимації для кожної ділянки С/Ш, що створює незручності для подальшої 

оптимізації, тоді як апроксимація пропускної здатності (3), виведена в даній статті, 

справджується для будь-якого значення С/Ш. Точність наближення в залежності від 

кількісті антен, наявних в MIMO каналі. Крім того, як показують числові симуляції, 

апроксимація досить точна для систем з реалістичною кількістю антен (напр., 

642 ,,, NM ). 

2. Апроксимація за допомогою теорії випадкових матриць 

2.1. Основні використані положення теорії випадкових матриць 

В даному розділі приводяться основні поняття та методи теорії випадкових ма-

триць, що будуть пізніше використані для здійснення апроксимації пропускної зда-

тності МІМО каналу. 

2.1.1. Самоусереднення: Припустимо, що стан деякої системи описується мат-

рицею H  розміру MN  з незалежними та ідентично розподіленими елементами, 

що відображає мікроскопічні взаємодії між елементами системи. Нехай деякий дос-

ліджуваний макроскопічний параметр q  залежить від H . Якщо розміри системи N  

та M  прямують до нескінченності, залежність q  від елементів   jiji ,,, H  поступово 

зникає. Іншими словами, не зважаючи на те, що матриця H  складається з випадкових 

елементів, вираз для  Hq  збігається до детермінованої функції від статистики H . 

Для ілюстрації цього твердження приведемо приклад з [33]. Нехай  thi  –  сто-

хастичний процес з нульовим середнім, де t  позначає відлік часу, а i  – індекс ансам-

блю. Припустимо, що процес  thi  ергодичний і може бути повністю статистично 

описаний за допомогою своїх моментів. Ми можемо згрупувати реалізації   thi  в 

наступну матрицю: 
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При MN ,  матриця H  містить всю необхідну інформацію для описання 

процесу  thi . При цьому H  є однією реалізацією матричної випадкової змінної. 

Таким чином, однієї реалізації H  достатньо для обчислення макроскопічних пара-

метрів, а як наслідок, відпадає необхідність усереднення за H . У фізичній літературі 

[23], [33] дане явище описується поняттям самоусереднення, що, повертаючись до ма-

кроскопічного параметра q , може бути записане в наступному вигляді. При 

MN ,  маємо 
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    HHH qq E . 

 

Даний ліміт у фізичній літературі називається термодинамічною границею [23].  

Для ілюстрації визначимо наступний вектор: 
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елементами ih  якого є нормалізовані суми рядків матриці H . Згідно центральної 

граничної теореми при MN ,  h  збігається до гаусівського вектора з нульовим 

середнім. Виберемо в якості  Hq  наступну функцію: 
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що є емпіричною функцією розподілу ihi , . За умови N   xhF  збігається до 

гаусівського розподілу незалежно від розподілу елементів матриці H . Крім того, 

при усередненні за розподілом H  кінцевий результат для  xhF  не змінюється. 

 

2.1.2. Граничний розподіл власних значень матриці: Власне значення мат-

риці H  визначається як скаляр   такий, що дія матриці H  на певний ненульовий 

вектор x  рівносильна добутку x  з  . Іншими словами, 

 

0xHx  , 

 

де x  називається (правим) власним вектором матриці H . Будь-яка матриця розмі-

ром MN  має не більше, ніж  MN,min  ненульових власних значень, і знаходження 

їх розподілу є важливою задачею в аналізі лінійних систем. 

Для аналізу систем бездротового зв’язку часто необхідно знайти розподіл влас-

них значень матриць наступного вигляду 

 

H

M
HH

1
W  , 

 

що, наприклад, фігурує в (3) як змінна, з якою необхідно усереднити вираз. Слід за-

значити, що якщо елементи H  мають гаусівський розподіл з нульовим середнім, ма-

триця W  називається матрицею Вішарта з M  степенями свободи. Коли розміри 

матриці H  нескінченно збільшуються ( MN , ) при сталому відношенні MN / , 

густина розподілу її власних чисел W  збігається до детермінованої функції 
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де  21 a  та  21 b , що репрезентують найменшу та найбільшу власні ве-

личини відповідно. Даний результат був вперше отриманий в [14] і в літературі на-

зивається законом Марченко-Пастура. Він не обмежується гаусівськими матрицями, а 

справджується для матриць H  з будь-яким розподілом елементів за умови, що вони 

незалежні та ідентично розподілені, мають нульове середнє та одиничну дисперсію. 

 

2.1.3. Перетворення Стільтьєса: Для роботи з задачею знаходження розподілу 

за відомими моментами Стільтьєсом було введено наступне перетворення [19]. Не-

хай  xF  – функція розподілу на осі дійсних чисел. Її перетворення Стільтьєса визна-

чається для уявної змінної RC \z  як 
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Позначивши jyxz  , можна визначити також обернене перетворення як 

    jyxmxF F
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0
. 

Перетворення Стільтьєса містить всю інформацію про розподіл і в деяких ви-

падках працювати з даним перетворенням набагато легше, ніж з самою функцією 

розподілу. 

 

2.1.4. Перетворення Шеннона: Дане перетворення вперше введено в [19] і було 

мотивоване виглядом виразу (3), що є узагальненою формулою Шеннона для пропу-

скної здатності каналу [45]. Для функції розподілу  xF  перетворення Шеннона визна-

чається як 

      xdFxyyVF 
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1ln .                                                  (7) 

Дане перетворення однозначно пов’язане з перетворенням Стільтьєса наступ-

ною формулою: 
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2.2. Застосування теорії до аналізу пропускної здатності МІМО систем 
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В даному розділі ми застосуємо наведені раніше результати і методи для обчи-

слення пропускної здатності МІМО каналу з завмираннями. Для простоти викладок 

припустимо, що 1 , тобто передавач має більше антен, ніж приймач. Головний 

результат цього розділу сформульовано в наступній теоремі. 

Теорема 1. Для некорельованого NM  МІМО каналу зв’язку з релеєвськими завми-

раннями та АБГШ за умови гаусівських незалежних та ідентично розподілених вхідних 

сигналів нормалізована пропускна здатність (3) в термодинамічному ліміті може бути 

апроксимована як 
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Доведення: Запишемо (2) у наступному вигляді: 
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Таким чином, пропускна здатність визначається перетворенням Шеннона                                                   

від функції розподілу власних чисел )(xFW  матриці Вішарта W . Для обчислення да-

ного перетворення використаємо співвідношення (8). Беручи до уваги той факт, що 

розподіл власних чисел W  в термодинамічній границі збігається до закону Марчен-

ко-Пастура, перетворення Стільтьєса від емпіричного розподілу )(xFW  власних зна-

чень W  збігається до відповідного перетворення Стільтьєса  zmF  від закону Марче-

нко-Пастура: 

   
 
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
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



 , 

де знак обирається в залежності від   таким чином, щоб   RzmF  та   0zmF  для 

дійсного 0z . Тепер, з (8) ми маємо апроксимацію для  C у вигляді: 

 
 





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




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

 


0

2

2

41

2

11
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z

zz

z

z

z
C








  , 

що після обчислення інтеграла зводиться до (9). 

Те, що і потрібно було довести. 

 

З наведеної вище теореми видно, що отриманий результат не залежить від ви-

падковості каналу. Він даний у явному вигляді, а тому досить легко обчислюється. 

Крім того, як буде показано в розділі 4, він досить точно описує поведінку пропуск-
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ної здатності (3) навіть для систем з невеликою кількістю антен. Даний результат бу-

ло вперше отримано в [17] для систем зв’язку CDMA. 

3. Апроксимація за допомогою методу реплік 

3.1. Основні використовувані положення статистичної фізики 

 

Даний розділ присвячений основним концепціям та методології, необхідним для 

виведення апроксимації швидкості передачі інформації МІМО каналом. Ми також 

проведемо певні паралелі між теорією зв’язку та моделями статистичної механіки. 

Для початку розглянемо систему, що складається з M  мікроскопічних частинок 

(напр., спінове скло [23]), що складають її конфігурацію, позначену через x . В залеж-

ності від реалізації x  система може мати різні значення енергії. Енергія системи 

пов’язана зі станом x  через гамільтоніан  xH . 

Позначимо ймовірність знаходження системи в стані x  через  xp . Тоді середня 

енергія системи обчислюється як 

 

    
x

xx HpE .                                                  (10) 

Інша важлива характеристика системи – її ентропія, тобто міра безладу, прису-

тнього в системі, визначена як 

 

    
x

xx ppS ln .                                                    (11) 

 

3.1.1. Розподіл Больцмана: Згідно другого закону термодинаміки за термоди-

намічної рівноваги значення енергії (10) зберігається, в той час як ентропія системи 

(11) досягає свого максимального значення. При цьому розподіл  xp , за якого ент-

ропія S  максимізується, називається розподілом Больцмана і має наступний вигляд: 

 

  
 x

1

1x
H
TkBeZp


 ,                                                 (12) 

 

де 0T  – абсолютна температура, 231038064881  ,Bk  [Дж / моль К]  – стала Боль-

цмана, в той час як Z  – нормалізаційний множник, що має вираз   

 

 
 





x

x
1
H
TkBeZ                                             (13) 

 

та називається статистичною сумою системи. Статистична сума Z  характеризує кі-

лькість доступних енергетичних станів системи за заданої температури. В статистич-

ній фізиці постулюється, що будь-яка макроскопічна характеристика системи, на-
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приклад, намагніченість спінового скла, може бути обчислена напряму зі статистич-

ної суми. 

 

3.1.2. Вільна енергія Гельмгольца: В деяких випадках замість статистичної су-

ми (13) доцільніше обчислювати іншу фундаментальну характеристику, а саме вільну 

енергію Гельмгольца, дану як: 

 

 TSkEF B .                                                     (14) 

 

Так, наприклад, вільна енергія Гельмгольца має безпосередній зв’язок з дифе-

ренційною ентропією вхідного сигналу нашого МІМО каналу. 

Крім того, вільна енергія часто має згадану вище властивість самоусереднення 

за розподілом певних мікроскопічних параметрів. Дані параметри є випадковими 

величинами, але є незмінними в часі, а тому називаються замороженим безладом. 

Прикладом такого безладу є спін-спінова взаємодія, що залежить лише від реалізації 

спінового скла, але є сталою в часі. У випадку МІМО каналу зв’язку замороженим 

безладом є канальна матриця H  та вхідний сигнал x . 

Наявність самоусереднення було доведено в контексті CDMA систем в [46]. Та-

ким чином, самоусереднення гарантує збіжність макроскопічних характеристик сис-

теми в термодинамічному ліміті до детермінованих величин. У випадку МІМО кана-

лу зв’язку основні показники системи (як то пропускна здатність, ймовірність бітової 

помилки тощо) самоусереднюються за канальними коефіцієнтами та переданими 

сигналами і збігаються до детермінованих виразів, що мають явний вигляд. 

 

3.1.3. Метод реплік: За допомогою (10)-(14) може бути показано, що вільна 

енергія пов’язана зі статистичною сумою за допомогою наступного співвідношення: 

 

  ZTkF B lnEx .                                                   (15) 

 

На жаль, обчислення середнього значення логарифму в (15) – дуже складне за-

вдання. Для вирішення даної проблеми і було запропоновано метод реплік [21, 22]. 

Метод полягає в наступних кроках [26]: 

1) Використання співвідношення 

 

  u
u

B Z
u

TkF x
0

lnElim






,                                            (16) 

 

де оператор математичного очікування переміщено всередину логарифма. 

2) Припущення, що Nu  є натуральним числом і обчислення u -того моменту 

 uZxE . Для цього віртуально ввести до розгляду u  незалежних реплік (чи ко-

пій) системи зі статистичними сумами uZZ ,,1  і обчислити  uZZZ 21xE . 
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3) Припущення, що попередній результат також справджується для дійсних 

значень Ru  та обчислення вільної енергії згідно з (16). 

Таким чином, з наведеного вище видно, що метод реплік не є строго обґрунто-

ваним, оскільки припущення в третьому кроці не доведене в загальному випадку. 

Проте, отримане рішення може бути перевірене за допомогою числових симуляцій 

(див. розділ 4). Також, в [46] показано, що рішення за допомогою методу реплік є 

верхньою границею справжньої швидкості передачі інформації для дискретних сиг-

нальних сузірь. Крім того, для гаусівських сигналів результат співпадає з результа-

том, отриманим за допомогою інших, строго обґрунтованих, методів (див. розділ 2, а 

також [46, 47]) . 

 

3.2. Застосування теорії до аналізу пропускної здатності МІМО систем 

 

На жаль, ефективність методів з теорії випадкових матриць, описаних в розді-

лі 2, обмежена припущенням використання гаусівських вхідних сигналів. Дане при-

пущення є дещо ідеалістичним, оскільки на практиці в системах зв’язку, як правило, 

використовуються дискретні сигнальні сузір’я, як то квадратурна фазова маніпуляція 

(відома в літературі як QPSK) чи квадратурна амплітудна модуляція (відома як QAM). 

Таким чином, для аналізу реальних систем зв’язку теорії випадкових матриць недо-

статньо. Тим не менш, такий аналіз все ж може бути виконаний за допомогою вище-

згаданого методу реплік. 

В даному розділі ми виведемо апроксимацію виразу (2) в термодинамічному 

ліміті MN , . Для цього нагадаємо відповідний вираз у вигляді різниці диферен-

ціальних ентропій: 

 

       Hxy
1

Hxy
1

HxyxHy ,lnE,lnEE ,,, p
N

p
N

I  .                     (17) 

 

В (17) ми знову стикаємося з проблемою обчислення середнього значення лога-

рифму. Однак за допомогою методу реплік ми можемо отримати наступний резуль-

тат. 

 

Теорема 2. Для некорельованого NM  МІМО каналу зв’язку з релеєвськими завми-

раннями та АБГШ за умови незалежних та ідентично розподілених вхідних сигналів нор-

малізована швидкість передачі інформації (17) в термодинамічному ліміті може бути ап-

роксимована як 

 

        






  1

1
ln;xzIII ,                          (18) 

 

де параметри   ,  є рішенням наступної нелінійної системи рівнянь: 
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   11   ,                                                            (19) 

  2xxxz ˆE ,   ,                                                         (20) 

 

в якій  xzI ;  та  2xxxz ˆE ,   позначають взаємну інформацію та мінімальне серед-

ньоквадратичне відхилення (СКВ), пов’язані з детермінованим скалярним гаусівським ка-

налом зв’язку wxz   , де шум ),(CN~ 10w . 

 

Доведення: Оскільки шум в каналі за припущенням є комплексним АБГШ, 

умовна густина розподілу ймовірностей в (17) має вигляд: 

 

 
2

Hxy1
Hxy 

 ep N
, . 

 

Таким чином, умовна диференціальна ентропія в (17) може бути записана як 

 

     1Hxyxy
2

x,Hy,   lnEln NNh . 

 

Нам залишається обчислити диференційну ентропію прийнятого сигналу  yh . 

Оскільки  yh  є вільною енергією Гельмгольца в межах відповідної моделі термоди-

намічної системи (як показано в [26]), вона може бути переписана за допомогою (16) 

як: 

 

       
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





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 
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u
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1
y,H

0
y,H

0
Hy,Hy, lnElimlnElim .        (21) 

 

Тобто статистична сума системи в даному рівнянні має u  ідентичних реплік. З 

(21) видно головну проблему методу реплік, а саме – невідповідність між двома час-

тинами рівняння. З одного боку, всередині оператора математичного очікування, 

очевидно, Nu , що виражає кількість множників даного виразу. З іншого боку, поза 

межами дії даного оператора ми маємо обчислити границю при 0u , а значить 

Ru . Даний парадокс складає один з головних недоліків методу, оскільки невідомо, 

за яких умов справджується дане узагальнення від натуральних до дійсних чисел [48]. 

Як правило, дана можливість є припущенням, яке потім тестується результатами 

числових симуляцій (див. розділ 4).  

Припустимо, що наведене вище узагальнення справедливе, а також, що введені 

репліки статистично незалежні. Тепер сфокусуємось на внутрішній частині (21). Пе-

репишемо її в наступному вигляді: 
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де   )()()( ,, 10 CxxX  uMTTuT  . Введемо новий вектор, визначений як 

 

     10 CHxHxV 







 uNTuT

MM


,, . 

 

Згідно центральної граничної теореми, в термодинамічному ліміті даний век-

тор збігається до комплексного гаусівського вектора з нульовим середнім. Коваріа-

ційна матриця даного вектора складається з елементів   )()(
,

aTb
ba
M

xxK


 , для всіх 

 uba ,,),( 0 . Перепишемо тепер усереднення за X  у вигляді інтегралу за ймовірні-

сною мірою  K : 

 

         1OdGZu   KKexpHy,E Hy,  , 

 

де остання складова позначає константу, що зникає при MN , . Функція  KG  

може бути обчислена за допомогою гаусівського інтеграла [49] 

 

   NuNuNG IKΣIdetln)(lnK )(  11 , 

 

де      11
111 R1111IΣ 
  uuT
uuu u . Відповідна ймовірнісна міра має вигляд: 
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Наступним кроком є обчислення твірної функції моментів: 

 

     XIK
~

XexpEK
~

x M
H    . 

 

Згідно теореми Крамера [50], в термодинамічному ліміті міра  K домінована 

експонентою від функціоналу, отриманого перетворенням Лежандра-Фенхеля [51] 

від  K~ln . Далі, згідно теореми Варадхана [50], в термодинамічному ліміті 
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що приводить нас до наступного виразу 
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Таким чином, вільна енергія Гельмгольца знаходиться як сідлова точка певної за-

дачі оптимізації. На жаль, в загальному вигляді ця задача не може бути вирішена, а 

тому для спрощення обчислень вводиться так званий анзац реплікової симметрії (РС). 

Тобто припускається заздалегідь, що матриці K  та K
~

мають наступну структуру: 
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де зникає залежність від індексів реплік (штучно введених нами раніше). При цьому      

спрощується до 
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В цьому виразі ми позначили Mqp IA ~  та Mpp IB ~ . Для того щоб знайти сі-

длову точку мінімаксної проблеми (23), необхідно прирівняти до нуля похідні від 

аргументу за усіма параметрами: p , q , p~  та q~ , при 0u . Виконавши ці обчислен-

ня, отримуємо наступні умови для сідлової точки: 

 

     01xx
2

xz,  pqpq
M

qp ~,~,ˆE 


,                      (24) 

 

де x̂  позначає оцінку сигнального вектора x  за допомогою оптимального детектора 

з мінімальним СКВ [52].  

В кінці кінців, для знаходження вільної енергії F  візьмемо похідну від аргументу 

(23) за u , за умови 0u . Позначивши  q~  та qp  та використавши той факт, 

що p  як елемент коваріаційної матриці, можна показати, що 
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де  xzI ;  позначає взаємну інформацію між входом і виходом віртуального ска-

лярного каналу зв’язку wxz    з  10,CN~w .  

Підставивши (25) в (17), отримаємо швидкість передачі інформації (18), де рів-

няння в (19) та (20) отримані з (24) після введення відповідних позначень   та  . 

Те, що і потрібно було довести. 

Для розв’язання системи рівнянь (19) та (20) може бути використаний наступ-

ний ітеративний алгоритм. Нехай   та   ініціюються за допомогою певних позити-

вних (малих або великих) значень )(0  та )(0 . З кожною ітерацією l  параметри   та 

  обчислюються як функції від їх попередніх значень (за ітерації 1l ), тобто 

 )()( 1 ll f    та  )()( 1 ll f   . Процедура повторюється до тих пір, поки абсолютна 

різниця між значеннями параметрів під час двох послідовних ітерацій не буде мен-

ше певного порогового значення. Слід також зазначити, що для гаусівських сигналів 

даний алгоритм завжди, причому досить швидко, збігається до єдиного рішення. В 

той же час для негаусівських сигналів (як то QPSK сузір’я) алгоритм збігається наба-

гато повільніше, а також може видавати більше одного рішення в залежності від по-

чаткових значень )(0  та )(0 . Даний феномен існування декількох паралельних рі-

шень для (19) та (20) відомий в літературі як співіснування фаз [53]. Фізичні аналогії 

даного явища – це фазовий перехід між льодом та водою та гістерезис феромагнети-

ків. Таким чином, для розв’язання невизначеності серед набору отриманих рішень 

потрібно обрати лише ту пару   та  , що мінімізує (18). Даний результат був впер-

ше отриманий в [25] в контексті систем зв’язку CDMA. 

Може бути показано, що результат наведеної вище теореми збігається з резуль-

татом теореми 1 за умови використання гаусівських сигналів, оскільки тоді взаємна 

інформація та СКВ мають стандартний вигляд: 
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Для вхідних сигналів x  іншого типу взаємна інформація та СКВ можуть бути 

обчислені за відомими формулами [54]. Так, наприклад, для QPSK-сигналів дані ве-

личини мають наступні вирази:  
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Слід зазначити, що взаємна інформація між входом та виходом каналу зв’язку 

та мінімальне СКВ на виході оптимального детектора пов’язані наступним співвід-

ношенням [55]: 
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


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
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xzI
2

xz, xx , 

   

де  ~  позначає С/Ш на виході віртуального каналу wxz   . Дане співвідно-

шення може бути легко проілюстровано на прикладі двох пар наведених вище вира-

зів. 

4. Результати числових симуляцій 

В даному розділі ми перевіримо справедливість вищенаведених результатів за 

допомогою числових симуляцій на основі методу Монте-Карло. Розглянемо некоре-

льований NM  MIMO канал з релеєвськими завмираннями та АБГШ.  

4.1. Точність наближення для МІМО систем реалістичних розмірів 

На рис. 2 зображено залежність між пропускною здатністю МІМО каналу з 

4NM  та С/Ш; а саме, о-маркери позначають значення пропускної здатності, 

отримані за допомогою симуляцій (4), в той час як суцільна лінія та х-маркери позна-

чають значення, отримані за допомогою (9) та (18) відповідно.  

 

Рис. 2. Залежність ергодичної пропускної здатності каналу від С/Ш для 44  МІМО каналу 

-10 -5 0 5 10 15 20
0

1

2

3

4

5

6

С/Ш,  [дБ]

П
р
о
п

у
с
к
н
а
 з

д
а
т
н

іс
т
ь
, 
C

(


) 
[б

іт
/с

/Г
ц
]

 

 

Симуляція Монте-Карло

Теорія вип. матриць

Метод реплік

Верхня границя

Нижня границя

http://pt.journal.kh.ua/2014/3/1/
http://pt.journal.kh.ua/
http://pt.journal.kh.ua/autors/girnyk_m/
http://pt.journal.kh.ua/autors/girnyk_a/
http://pt.journal.kh.ua/autors/girnyk_d/


Електронне  наукове  фахове  видання  –   

журнал  «Проблеми телекомунікацій» 
• № 3 (15) • 2014 • http://pt.journal.kh.ua 

 

 

Автори: М.А. Гірник, А.В. Гірник, Д.А. Гірник <  62  > 
 

Для порівняння ми також зобразимо верхню та нижню границі (5) та (6) відпо-

відно. З рис. 2 можна бачити, що асимптотичні рішення добре описують реальну по-

ведінку ергодичної пропускної здатності. Більш того, невелике (майже непомітне) роз-

ходження між теоретичними та практичними значеннями якраз пояснюється тим 

фактом, що для симульованої системи NM, . Також ми бачимо, що обидва рі-

шення, розглянуті в розділах 2 та 3, співпадають. З рис. 2 також видно, що отримана 

апроксимація служить кращою оцінкою реальної пропускної здатності, ніж верхня (5) 

та нижня (6) границі в усьому діапазоні С/Ш. 

4.2. Збіжність наближеного рішення 

Дослідимо тепер збіжність виведеної апроксимації до реальної пропускної здат-

ності. На рис. 3 показано поведінку асимптотичних наближень в залежності від кіль-

кості антен M  для С/Ш 10  дБ. Ми бачимо, що зі збільшенням реальної кількості 

антен MIMO системи її поведінка стає все більш передбачуваною за допомогою наве-

дених вище результатів. Так, вже для 6NM  похибка майже непомітна. Крім того, 

обидва рішення, розглянуті в попередніх розділах, повністю співпадають для гаусівсь-

ких сигналів. 

 

Рис. 3. Залежність ергодичної пропускної здатності каналу від кількості антен  для MM  

МІМО каналу 
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4.3. Точність наближення для дискретних сигнальних сузірь 

Для того щоб мотивувати використання методу реплік (який не є строго обґрун-

тованим), розглянемо МІМО систему, що використовує QPSK сигнали. На рис. 4 по-

будовано залежність взаємної інформації (2) для такої системи від С/Ш. Відповідний 

асимптотичний результат (позначений суцільною лінією) отримано за допомогою 

методу реплік в (18). Маркери відображають результати симулювання (17) за допомо-

гою методу Монте-Карло. Для порівняння також побудовано залежність вищезгаданої 

пропускної здатності (гаусівські сигнали) від С/Ш. З рисунку видно, що асимптотичне 

рішення (18) в певному наближенні описує поведінку реальної системи з 

642 ,,NM . Крім того, зі збільшенням кількості антен наближення стає все більш 

точним. Також видно, що для низьких значень С/Ш передача QPSK сигналів має такі 

ж самі показники, як і оптимальна передача з гаусівськими сигналами. В той же час, 

для великих значень С/Ш (більше 10 дБ) взаємна інформація для QPSK сигналів об-

межена зверху величиною 2 біт/с/Гц на антену. 

 

Рис. 4. Залежність ергодичної швидкості передачі інформації з QPSK модуляцією MM  

МІМО каналом з 642 ,,M  від С/Ш 
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велика і, таким чином, канальна матриця може бути змодельована випадковою мат-

рицею нескінченних розмірів з фіксованим відношенням кількості стовпців до кіль-

кості рядків. Отримано явний вираз для ергодичної пропускної здатності МІМО-

каналу з завмираннями, а також для швидкості передачі інформації для будь-яких 

вхідних сигналів. Результати симулювання на основі методу Монте-Карло підтвер-

джують справедливість наведених результатів. Подальші дослідження можуть вклю-

чати ускладнення моделі канальних завмирань для більш реалістичного моделюван-

ня, наявність завад від інших передавачів, зворотній зв’язок, тощо. 
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